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基于 LMI的输出跟踪自适应鲁棒无拖曳控制
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摘  要：针对空间引力波探测航天器平台稳定姿态控制问题，提出一种改进的多变量模型参考自适应控制（MRAC）方

案，应用于探测航天器平台无拖曳控制回路中，实现控制系统闭环鲁棒性的提升，抑制与系统输入相匹配的有界附加干

扰和参数不确定性。考虑系统状态不易直接获得，MRAC 方案的设计基于输出反馈和输出调节；为提高闭环系统鲁棒

性，设计自适应修正项，该修正项的得出基于通过稳定性分析构造的线性矩阵不等式组（LMIs）的解。基于 Lyapunov 方

法的稳定性分析验证了各信号的闭环稳定性，数值仿真验证了无拖曳自由度在面临非线性不确定性和附加干扰时的良

好鲁棒性。
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在空间引力波探测任务中，为确保低频引力

波信号的成功探测，探测航天器需要具备较强的

鲁棒性［1-3］。探测航天器内部存在 2 个用于探测

引力波信号的检验质量 TM1 和 TM2，无拖曳控

制则用于实现航天器自身和 2 个检验质量 3 个物

理实体的超高精度相对运动［4-5］。无拖曳控制系

统以检验质量作为关键载荷，为航天器在轨运动

提供惯性基准［6］，使探测航天器获得精确跟踪检

验质量运动的能力［7-8］。

以 空 间 低 频 引 力 波 探 测 任 务 为 例 ，在

10−3 Hz 频段，要求航天器惯性传感器的敏感轴

残余扰动加速度优于 10-15 m ⋅ s-2 / Hz 量级、航

天器位移控制精度优于 1 nm/ Hz 量级，这是下

一步空间引力波探测工程实施的重要技术支

撑［8-9］。考虑到近地卫星会受到复杂的外部及内

部干扰等，为满足这些性能指标，需优化航天器

平台控制方法的设计及控制技术的实现，这是一

项极具挑战性的工作［10］。

当前，针对扰动抑制和提高稳定性需求的无

拖曳控制方法研究主要包括线性控制方法［11-12］和

非线性控制方法［13］。在非线性控制方法中，系统

不确定性或复杂干扰往往利用控制器本身的非

线性逼近能力进行估计和反馈抑制，例如自适应

控制方法［14-16］、可重构控制方法［17］等；线性控制

方法则针对近似的小扰动线性化动力学，根据性

能指标或控制需求设计控制器，从而提高系统鲁

棒性。例如文献［11］基于定量反馈理论，通过将

性能指标转换成设计准则，在已解耦的无拖曳控

制系统中设计控制器以满足不同的性能规范。
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文献［12］提出一种基于频率分离策略的 H∞混合

灵敏度控制方案，在具有科学测量约束的无拖曳

卫星中满足稳定控制需求，实现了全频段控制消

耗的降低。

为提高系统鲁棒性，同时实现非线性附加干

扰抑制和精确跟踪目标，以空间引力波探测航天

器为研究对象，设计一种基于线性矩阵不等式组

（Linear Matrix Inequalities， LMIs）解［18-19］的 自

适应控制综合方案，利用基于输出调节的多变量

模型参考自适应控制（Model Reference Adap⁃
tive Control， MRAC）方法［20］，使各敏感轴输出

响应自适应逼近参考输出指令，提高了系统应对

系统参数不确定性和非线性扰动的稳定控制能

力；将线性控制方案与非线性自适应控制方案结

合，构造的 LMIs 基于线性参考模型和 Lyapunov
分析，在受扰近似线性系统中运用 LMIs 配置 Ly⁃
apunov 函数使各闭环信号全局一致渐进稳定，在

非线性动力学系统中提高了控制器对有界输入

干扰的鲁棒性。

本文内容安排如下：第 1 节问题描述，给出包

含 6 个敏感轴自由度的无拖曳航天器非线性模型

建立过程，并设计控制器结构；第 2 节设计基于

LMIs 的输出调节多变量 MRAC 控制器，利用

Lyapunov 方法验证系统存在有界输入干扰时，其

闭环信号的收敛性；第 3 节给出改进的 MRAC 方

案与传统 H∞鲁棒控制方案、标准 MRAC 方案对

敏感轴各状态响应的数值仿真结果；第 4 节给出

结论。

1　问题描述

对无拖曳控制系统进行多体动力学建模，给

出控制结构及控制问题研究所需的假设条件。

1. 1　无拖曳控制系统动力学建模

以 LISA Pathfinder 空间引力波探测任务航

天器为样例［10，21］建立无拖曳控制系统动力学模

型。执行探测任务的航天器构型如图 1［10］所示，

其由 2 个对置的检验质量 TM1、TM2 及航天器

自身构成 3 个相互关联的物理实体，OX IY IZ I 坐

标系为航天器绝对运动坐标系，oxyz坐标系为航

天器本体坐标系。根据文献［11］中的分析，该多

体动力学方程可以描述为近似二阶形式：

M q q̈* = KLTP q* + K sq + fstray + factuation + M u ü sc（1）
式中：factuation 为低频悬架标称力；fstray 为包括各种

来源的力或力矩总噪声；KLTP 为惯性传感器标准

刚度；K s 为惯性传感器寄生刚度；q* 是计及每个

测试质量外壳与光学平台机械变形及航天器接

口机械变形的检验质量相对航天器位移；q为检

验质量相对航天器位移标称值；M q、M u 分别为检

验质量内部和检验质量对航天器绝对运动的敏

感度矩阵；u sc 为航天器的绝对运动位移矩阵。

将检验质量相对位移和航天器绝对运动表

述为

q = [ rT
1，φ T

1 ，rT
2，φ T

2 ] T
，u sc = [ rT，φT ] T

式中：r和 φ分别代表航天器线位移矩阵与姿态向

量；r i和 φ i为第 i个检验质量的线位移矩阵与角位

移向量，i= 1，2。同时给出基于标称位置矢量、检

验质量及转动惯量表达的敏感度矩阵详细表述：
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式中：m 1、m 2、I1、I2 为检验质量及转动惯量；r͂o1、r͂o2

为 根 据 标 称 位 置 矢 量 ro1 = [ ro1，x，ro1，y，ro1，z ] T
和

图  1　LISA Pathfinder航天器构型［10］

Fig. 1　LISA Pathfinder satellite configuration［10］
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ro2 = [ ro2，x，ro2，y，ro2，z ] T
定义的斜对称交叉矩阵，表

述为
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认为 q* = q，假设系统动力学仅存在小角度

旋转，给出系统动力学的进一步简化形式：
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（2）
式中：T 1B、T 2B 为在标称位置下，航天器主体到检

验质量块的变换矩阵。

定义航天器和检验质量块加速度为

ì
í

î

ïïïï

ïïïï

α = I-1 t，α 1 = I-1
1 t1，α 2 = I-1

2 t2

a = 1
m

f，a1 = 1
m 1

f1，a2 = 1
m 2

f2

式中：m和I 分别为航天器的质量和转动惯量；

t、t1、t2、f、f1和f2 为分别作用于各物理实体上的合

外力矩和合外力。

根据 LISA Pathfinder 任务规则，在执行科学

探测模式 1（或称测试模式 M3）时，选取检验质量

1 的 3 个平动自由度、1 个转动自由度和检验质量

2 的 2 个平动自由度执行无拖曳控制，其余 6 个自

由度则执行静电悬浮控制［10］。根据文献［11］给

出的坐标选择矩阵 DDF和DSUS，将无拖曳系统动

力学模型重新表述为
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式中：qDF和qSUS 分别为无拖曳控制与静电悬浮控

制坐标；B 1、B 2和BATT 为参数矩阵，定义为
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aSC和aTM 分别为航天器和检验质量块所受

合外力和力矩，a SC = [ a T，α T ] T
；a TM = [ aT

1，α T
1 ，

]aT
2，α T

2
T
。 认 为 合 外 力 和 力 矩 由 控 制 器 输 入

uT和uS、外界干扰 dSC和dTM 以及检验质量刚度变

形构成，将系统开环动力学最终表达为
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式中：BDF = DDF B 1；BSUS = DSUS B 1；uS1和uS2 为悬

浮 控 制 输 入 ，uS1 = DDF B 2uS，uS2 = DSUS B 2uS；

dTM1、dTM2 为无拖曳系统输入噪声；Ω 2
DF、Ω 2

SUS 为刚

度矩阵；Ω 2
C 为交叉耦合矩阵，为对角矩阵。

仅针对无拖曳控制回路进行分析，定义状态

量 x = [ qDF，q̇DF ] T
，则计及输入干扰的无拖曳控制

回路标准形式可表述为

ì
í
î

ẋ = Ax + B (uT + dTM )
y = Cx

（5）

式 中 ：dTM = B-1 (uS1 + dTM1)+ dSC 为 系 统 总 噪

声；A、B、C 为系统状态参数矩阵，认为 C 已知，

A和B 为缓慢时变的矩阵，A = é
ë
êêêê ù

û
úúúú06 × 6 E 6 × 6

-Ω 2
DF 06 × 6

，

B = é
ë
êêêê ù

û
úúúú06 × 6

BDF
；y为输出，定义 y ( t )= G ( s) [u] ( t )，其

中［·］（t）为一种结合时域和频域信号运算的简单

符号［14］。给出如下所示假设：

假设 1　认为扰动项连续有界，并满足如下

所示不等式：

 dTM ≤ d̄TM + L e 2 + L 1 e 1 + α + L 2 e 1 + γ
（6）

式中：d̄TM，L，L1，L2 ∈R+ 认为已知；α∈(0，1)；γ>1；
输 出 逼 近 误 差 e ( t )= y ( t )- ym ( t )，ym 为 参 考
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输出。

1. 2　控制系统架构

为了实现连续有界外界干扰的逼近与反馈，

提高系统鲁棒性，采取基于 LMIs 解的鲁棒控制

方法设计反馈控制器，并将该控制器用于基于输

出调节的多变量 MRAC 结构中，实现无拖曳系统

的精确控制，在确保系统快速稳定的前提下实现

检验质量对指令的精确跟踪，以及多变量无拖曳

控制系统的稳定闭环控制。其中，基于 LMIs 的

鲁棒修正项基于 Lyapunov 分析构造，用于确保

系统各闭环信号跟踪的一致渐进稳定性，控制系

统架构如图 2 所示。

2　基于 LMI-MRAC 的无拖曳控制系统

设计

本节将首先设计基于输出跟踪的 MRAC 控

制器，并在自适应律修正项设计中，利用稳定性

分析构造一组线性矩阵不等式用于鲁棒控制修

正项的求解，从而完成无拖曳控制系统的设计。

2. 1　控制结构

利用系统输出 y ( t )= Cx ( t )首先观测系统状

态，并基于观测状态设计反馈控制结构。控制器

的设计用于满足式（7）所述模型匹配条件［12］：

ym ( t )= C ( sE - Am )-1 Bm[ r ] ( t ) （7）
式中：Am 和 Bm 为参考模型状态参数矩阵，Am =
A + BK *

1
T，Bm = BK *

2；r为参考输入。将式（7）代
入对象模型中，将闭环系统改写为

ẋ = Am x + Bm K * - 1
2 (uT + dTM - K *

1
T x) （8）

给出包含干扰反馈的标准状态反馈控制律：

uT ( t )= K *
1

T x̂ ( t )+ K *
2 r ( t )+ K *

2 K T f (e) （9）

式中：f (e)= [ f T
0 (e)，f T

1 (e)，f T
2 (e) ] T

，f0 ( )e = || e 0 ⋅

sgn (e)，f 1 (e)= | e | α sgn (e)，f 2(e)= | e | γ sgn (e)；
K *

1、K *
2、K为反馈增益。

由于仅有输出信息已知，x̂ ( t )基于观测器设

计 给 出 。 引 入 变 换 矩 阵 P∈Rn× n，使得 CP-1 =
[E n0 × n0，0]且 n0 = rank (C )，从而将系统状态方程

转 换 为 ẋ̄ ( t )= Āx̄ ( t )+ B̄uT ( t )，Ā = PAP-1，B̄ =
PB。将系统全状态方程表述为
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ẋ̄2( )t
= é
ë
êêêê

ù
û
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（10）
式中：x̄ ( t)= Px ( t)=[ ]x̄T

1 ( t)，x̄T
2 ( t)

T
，x̄1 ( )t ∈Rn0，

x̄2( t )∈ R n- n0；Ā 11 ∈ R n0 × n0，Ā 12 ∈ R n0 × ( )n- n0 ，Ā 21 ∈
R ( )n- n0 × n0，Ā 22 ∈ R ( )n- n0 × ( )n- n0 ；B̄ 1 ∈ R n0 ×M，B̄ 2 ∈
R( )n- n0 ×M。

根据文献［18］，容易得知当 A、C 可观测时，

Ā 22、Ā 12 也可观测。由此，将全状态观测器表达为

x̂̄ ( t )= é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

x̂̄1

x̂̄2

=
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úy ( )t

w ( )t + L r y ( )t
（11）

式中：x̂̄1，x̂̄2 为各状态的观测值；L r ∈ R( )n- n0 × n0 为

恒定增益矩阵，用于保证特征值矩阵 Ā 22 - L r Ā 12

稳定。根据观测器设计结果，可将 w ( t )∈ Rn- n0 用

式（12）表达为

ẇ ( t )= ( Ā 22 - L r Ā 12) w ( t )+

( B̄ 2 - L r B̄ 1) [uT + dTM ] ( t )+

[ ]( Ā 22 - L r Ā 12) L r + Ā 21 - L r Ā 11 y ( t ) （12）

在式（12）所示的状态观测器的设计中，存在  
lim
t→ ∞

( x ( t )- x̂ ( t ) )= lim
t→ ∞

P-1 ( x̄ ( t )- x̂̄ ( t ) )= 0，

观测误差实现收敛。利用式（12）求解 w ( t )，容易

得到

w ( t )= ε0 ( t )+ N 1 ( )s
Ξ ( )s [uT + dTM ] ( t )+

      N 2( )s
Ξ ( )s [ y] ( t ) （13）

式中：

图  2　控制系统架构

Fig. 2　Control system framework
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ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

N 1 ( )s
Ξ ( )s = ( )sE - Ā 22 + L r Ā 12

-1 ( )B̄ 2 - L r B̄ 1

N 2( )s
Ξ ( )s = ( )sE - Ā 22 + L r Ā 12

-1
×

[ ]( Ā 22 - L r Ā 12) L r + Ā 21 - L r Ā 11

ε0 ( t )= exp ( )( )Ā 22 - L r Ā 12 t w (0) 代表由初值引

发的误差影响，w (0)为 L r y (0)- x̄2(0)的估计；

Ξ ( s)= det ( sE - Ā 22 + L r Ā 12)。
将控制器的状态反馈部分表达为

K *T
1 x̂ ( t)=Θ *T

1
A 1 ( )s
Ξ ( )s [uT +dTM ] ( t)+Θ *T

20 y( t)+

Θ*T
 2
A 2( )s
Ξ ( )s [ y] ( t )+K *

p2 exp( )( )Ā 22 -L r Ā 12 t w(0)

（14）
式中：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

A 1 ( )s =[ EM×M，sEM×M，…，sn- n0 - 1 EM×M ]T

A 2( )s = [ ]E n0 × n0，sE n0 × n0，…，sn- n0 - 1 E n0 × n0

T

Θ *
1 ∈ RM ( )n- n0 ×M，Θ *

2 ∈ Rn0( )n- n0 ×M

Θ *
3 ∈ RM×M，Θ *T

20 = K *
p1 + K *

p2 L r

K *
p2 N 1 ( )s = Θ *T

1 A 1 ( )s ，K *
p2 N 2( )s = Θ *T

2 A 2( )s
K *T

1 P-1 = [ ]K *
p1，K *

p2 ，K *
p1 ∈ RM× n0，K *

p2 ∈ RM× ( )n- n0

基于上述推导与 Θ *
3 = K *

2，并忽略指数衰减

项 K *
p2 exp ( )( )Ā 22 - L r Ā 12 t w (0)，将标准控制器输

入整理为仅包含输出反馈的形式：

uT = Θ *
r ( r + K T f (e) )+ Θ *T

y [ y] ( t )+ d1 （15）
式中：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

Θ *
r = ( )E - Θ *T

1
A 1 ( )s
Ξ ( )s

-1

Θ *
3                               

Θ *T
y = ( )E - Θ *T

1
A 1 ( )s
Ξ ( )s

-1 ( )Θ *T
20 + Θ *T

2
A 2( )s
Ξ ( )s

d1 = ( )E - Θ *T
1
A 1 ( )s
Ξ ( )s

-1

Θ *T
1
A 1 ( )s
Ξ ( )s dTM      

 

2. 2　基于输出跟踪的鲁棒自适应控制器设计

首先探讨模型的输出匹配条件，即自适应律

的存在性。文献［13］中已针对基于输出反馈控

制器的对象模型输出匹配性做出探讨和证明，即

认为由输出反馈推导得到的观测状态反馈控制

器在满足匹配条件（式（7））时，能够确保模型输

出匹配，其收敛误差在任何初始条件下都能以指

数速度收敛至 0，且闭环信号 y ( t )有界的结论也

已得到充分证明。

自适应控制方案的引入旨在解决系统状态

参数矩阵未知的问题，其设计基于由系统输出误

差构成的微分方程。由于 d1 不可知并将利用鲁

棒控制方案进行补偿，因此忽略 d1 并给出输出反

馈控制器式（15）的自适应版本：

uT = Θ̂ r( r + K T f (e) )+ Θ̂T
y [ y] ( t ) （16）

式中：Θ̂ r、Θ̂ y为 Θ *
r、Θ *

y 的自适应估计。将控制器

式（16）代入式（5），并整理为基于输出跟踪的

形式：

ẏ = Am y + Bm P-1Θ * - 1
3 [ ( Θ͂ r + Θ *

3 )φ ( r，e)+

]Θ͂T
y [ y] ( t )+ d0 （17）

式中：d0 = dTM - d1；φ ( r，e)= r + K T f (e)；Θ͂ y =
Θ *

y - Θ̂ y；Θ͂ r = Θ *
r - Θ̂ r。

代入参考模型式（7），得到闭环误差方程：

ė = Am e + Bm P-1 ( K T f (e)+ θ͂ rφ ( r，e)+
θ͂ y[ y] ( t )+ d̄ 0 )

（18）

式中引入下述状态参数定义：

d̄0 = Θ * - 1
3 d0，θ͂ r = Θ * - 1

3 Θ͂ r，θ͂ y = Θ * - 1
3 Θ͂ T

y

根据误差方程给出自适应律：

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

Θ̇̂ r = -k-1
1 φ ( r，e) (eT P 0 + f T (e) Λ) Bm P-1

Θ̇̂ y = -k-1
2 y (eT P 0 + f T (e) Λ) Bm P-1

（19）

式 中 ：k1 > 0，kT
2 = k2 > 0，K = [ kT

3，kT
4，kT

5 ] T
，0 ≤

P0 = PT
0 ，Λ= [ Λ0，Λ1，Λ2 ]

T
，Λ j = diag{λij}，λij ∈ R+

( i= 1，2，…，n )， 则状态参数具有如式（20）所示

形式：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

θ̇̂ r = -Θ * - 1
3 k-1

1 φ ( r，e) (eT P 0 + f T (e) Λ) Bm P-1

θ̇̂y = -Θ * - 1
3 [ k-1

2 y (eT P 0 + f T (e) Λ) Bm P-1 ] T

（20）
注意到持续激励（Persistence of Excitation， 

PE）条件在参考输入 r上的持续存在，因此在闭

环系统方程中，回归项 φ ( r，e)也满足持续激励条

件。根据文献［17］，容易得到当系统无外界扰动

时，闭环信号是全局一致渐近稳定（Globally Uni⁃
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formly Asymptotically Stable， GUAS）的。考虑

到系统式（5）存在扰动 d̄0，根据假设 1，也认为 d̄0

有界，并满足：

 d̄0 ≤ L 0 + L* e 2 + L *
1 e 1 + α + L *

2 e 1 + γ
（21）

式中：L 0，L*，L *
1，L *

2 ∈ R+ 认为已知。注意到由于

该扰动中存在收敛误差的幂次项，这意味着一般

的线性控制方法并不能抑制这一部分扰动，进一

步说明了设计非线性控制器的必要性。包含自

适应律式（19）和控制器式（16）的闭环系统收敛

性分析将基于以下定理。

定理 1　基于鲁棒非线性 MRAC 控制器的闭

环系统式（5）中，当选取自适应律式（19）和控制器

式（16），且 输 入 干 扰 满 足 式（21）时 ，存 在 0 <
X T = X ∈ R n× n，Y j ∈ R 1 × n，Φ = diag {ϕ i}> 0 和

Ω j = diag{ω ji}> 0 ( )i= 1，2，…，n；j= 0，1，2 ，使

得式（22）所述线性矩阵不等式组：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

1T
n [δ (Bm P-1Y 0 + XAT

m )+

          χ (Bm P-1Y 0 + XAT
m )+ Ω 0 ]≤ 0

[1T
n ( )1 + α δ ( )Bm P-1Y 1 + XAT

m +

          αχ ]( )Bm P-1Y 1 + XAT
m + Ω 0 ≤ 0

1T
n [ ( )1 + γ δ ( )Bm P-1Y 2 + XAT

m +

          γχ ( )Bm P-1Y 2 + XAT
m +

          χT ( )Bm P-1Y 2 + XAT
m + ]( )1 + γ Ω ≤ 0

Φ-μL* En× n +∑
s= 1

2

2Ωs -μL*
s En× n +Ω0 > 0    s= 1，2

Φ > μL* E n× n

2Ω s - μL*
s E n× n > 0                                              s= 1，2

Q͂ ≤ 0
（22）

对于固定的 0 <Λ j= diag{λij}而言成立。其中

对称矩阵 Q͂表示为

Q͂ =
é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

úAm X+XAT
m +Φ 0 0 0 Bm P-1

* Bm P-1Y0 +YT
0 P-1 BT

m + μL 0

n
Λ-2

0 Bm P-1Y1 +YT
0 P-1 BT

m Bm P-1Y2 +YT
0 P-1 BT

m Bm P-1

* * Bm P-1Y1 +YT
1 P-1 BT

m Bm P-1Y2 +YT
1 P-1 BT

m Bm P-1

* * * Bm P-1Y2 +YT
2 P-1 BT

m Bm P-1

* * * * -μE n× n

（23）

式中：μ∈R+；δ (ℑ)表示仅包含 ℑ的主对角线元素

的矩阵；χ (ℑ)对应主对角线上元素为零，且其他元

素等于 ℑ上对应元素绝对值的矩阵；1T
n 代表维数为

n、各元素均为 1 的行向量。考虑选取 k1，k2 >
0，kT

j+ 3 = Y jΛ j，P 0 = X-1，则各闭环信号有界，跟踪

误差全局一致渐进稳定，且 lim
t→ ∞

e ( t )= 0。

证 明　 给 出 如 式（24）所 示 的 Lyapunov
函数：

V= eT P 0 e + Θ *
3 k1θ͂2

r + Θ *
3 θ͂T

y k2θ͂2 +

2∑
j= 0

2

∑
i= 1

n

λji∫
0

ei

f ji( )s ds （24）

对式（24）两边求取一阶微分：

V̇= eT (P 0 Am + AT
m P 0) e + 2eT P 0 Bm P-1 (∑j= 0

2

kT
j+ 3 f j( )e )+ 2eT P 0 (Bm P-1 d̄0 + θ͂ rφ ( r，e)+ θ͂ y e)+

2Θ *
3φT ( r，e) k1 θ̇͂y + 2Θ *

3 θ͂T
r k2 θ̇͂ r + 2∑

j= 0

2

( eT AT
m Λ j f j ( e )+ ∑

s= 0

2

f T
s ( e ) k s+ 3 P-1 BT

m Λ j f j ( e )+

eTθ͂T
y P-1 BT

m Λ j f j ( e )+ φT ( r，e) θ͂ r P-1 BT
m Λ j f j ( e )+ d̄ T

0 P-1 BT
m Λ j f j ( e ) )

（25）

注意到 θ͂ r = Θ * - 1
3 Θ͂ r，θ͂ y = Θ * - 1

3 Θ͂ T
y ，代入自 适应律式（19），将式（25）化简为
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V̇= eT (P 0 Am + AT
m P 0) e + 2eT P 0 Bm P-1 (∑j= 0

2

kT
j+ 3 f j( )e )+

2∑
j= 0

2

( eT AT
m Λ j f j ( e )+ ∑

s= 0

2

f T
s ( e ) k s+ 3 P-1 BT

m Λ j f j ( e ) )+ 2eT P 0 Bm P-1 d̄ 0 + 2∑
j= 0

2

d̄ T
0 P-1 BT

m Λ j f j ( e )（26）

利用式（25）~式（26）基于 Lyapunov 函数的

推导构造 LMI。为得到基于 LMI 表达的一般形

式，将式（26）进一步改写为

V̇=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

úe
f0

f1

f2

d̄ 0

Té

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

úP 0 Am +AT
m P 0 P 0 A 0 +AT

m Λ 0 P 0 A 1 +AT
m Λ 1 P 0 A 2 +AT

m Λ 2 P 0 Bm P-1

* Λ0 A0 +AT
0 Λ0 + μL 0

n
E n× n Λ 1 A 1 +AT

0 Λ 0 Λ 2 A 2 +AT
0 Λ 0 P-1 BT

m Λ 0

* * Λ 1 A 1 +AT
1 Λ 1 Λ 2 A 2 +AT

1 Λ 1 P-1 BT
m Λ 1

* * * Λ 2 A 2 +AT
2 Λ 2 P-1 BT

m Λ 2

* * * * -μ

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

úe
f0

f1

f2

d̄0

-

μL 0

n
f T

0 f0 + μd̄ T
0 d̄0 = ξTQ aξ- μL 0

n
f T

0 f0 +μd̄ T
0 d̄0 （27）

式 中 ：A0 =Bm P-1 k3；A1 =Bm P-1 k4；A2 =B 2 P-1 k5；

d̄0 ∈ R+已由式（21）给出。

对 Q a 两 边 同 时 左 乘 及 右 乘 S = diag
( )P-1

0 ，Λ-1
0 ，Λ-1

1 ，Λ-1
2 ，得到

Q b =
é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
Am X+XAT

m Bm P-1Y 0 + XAT
m Bm P-1Y1 +XAT

m Bm P-1Y 2 + XAT
m Bm P-1

* Bm P-1Y0 +YT
0 PT - 1 BT

m + μL 0

n
Λ-2

0 Bm P-1Y1 +YT
0 PT - 1 BT

m Bm P-1Y2 +YT
0 ( )PT -1

BT
m Bm P-1

* * Bm P-1Y1 +YT
1 PT - 1 BT

m Bm P-1Y2 +YT
1 ( )PT -1

BT
m Bm P-1

* * * Bm P-1Y2 +YT
2 ( )PT -1

BT
m Bm P-1

* * * * -μ

（28）

为保证 Q b 半负定，对矩阵中以下部分项：

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

Q b12 = Q b21 = Bm P-1Y 0 + XAT
m

Q b13 = Q b31 = Bm P-1Y 1 + XAT
m

Q b14 = Q b41 = Bm P-1Y 2 + XAT
m

（29）

按文献［17］进行处理并将上述项自 Q b 中予以剔

除，整理后得到

V̇= ξT Q͂ξ- eTΦe- 2∑
j= 0

2

eTΩ j fj(e)- μL 0

n
f T

0 f0 +

2∑
j= 0

2

eT (Bm P-1Y j + XAT
m + Ω j) f j( )e + μd̄ T

0 d̄0

（30）
式中 Q͂的形式已由式（23）给出。

由此，若想保证系统稳定，需选取 Bm P-1Y j +
XAT

m + Ω j中主对角线元素半负定。同时，式（30）

中的矩阵交叉项可按杨氏不等式进行处理：

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ei f0 ( )ek ≤ || ei

ei f1 ( )ek ≤ || ei
1 + α

1 + α
+ α || ei

1 + α

1 + α

ei f2( )ek ≤ || ei
1 + γ

1 + γ
+ γ || ei

1 + γ

1 + γ

（31）

其中 i≠k。以 Q b13 为例分析 Bm P-1Y j + XAT
m + Ω j

的上界，利用式（31）得到

1T
n δ (Q b13) | e | α+ 1 + 1T

n

αχ ( )Q b13

1 + α
| e | α+ 1 +

1T
n

χT ( )Q b13

1 + α
| e | α+ 1 + 1T

n Ω 1| e |
α+ 1 ≤ 0 （32）

利用式（22）中的 LMI 可用性对式（32）进行
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分析，可以得到 eT (Bm P-1Y j + XAT
m + Ω j) f j(e)≤

0。由此，V̇的上界可以表示为

V̇=-eTΦe- 2∑
j= 0

2

eTΩ j fj(e)- μL 0

n
f T

0 f0 + μd̄ T
0 d̄ 0

（33）
根据假设 1，式（33）进一步整理为

V̇= -eT (Φ - μL*) e -

∑
s= 1

2

eT (2Ω j - μL *
s ) f s(e)- 2eTΩ 0 f0 ( )e （34）

由此，在任意选取的初值下，各闭环信号有

界，跟踪误差全局一致渐进稳定，且 lim
t→ ∞

e ( t )= 0。

3　仿真结果

3. 1　参数设置

数值仿真验证基于样例无拖曳控制非线性动

力学模型［11］。由于需考察闭环系统各状态响应的

性能指标，部分数值仿真结果展示为频域形式。

数值仿真验证了所提出的 LMI-MRAC 方案在无

拖曳控制自由度上针对位移噪声抑制的闭环性

能，仿真时间为 3 000 s，设置仿真步长为 0. 1 s。
设置如下以成型滤波器表达的执行器噪声为

L= K 1
s+ z1

s+ p1
+

K 2

( s+ p2 ) ( s+ p3 ) ( s+ p4 ) ( s+ p5 )
 （35）

式中：p1、p2、p3、p4、p5、z1、K1和 K2为噪声相关系数，

取值由文献［5］给出。动力学模型参数描述如下：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

Ω 2
DF = 10-7 ×

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

ê

ê 11. 19 1. 35 1. 35
1. 35 9. 55 1. 35
1. 35 1. 35 24. 12

26. 087 26. 087 26. 087
0 0 0
0 0 0

    

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú0. 004 25 0 0
0. 004 25 0 0
0. 004 25 0 0
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控制器设计中涉及的主要参数为：k1 = 0. 1 ×
E 6 × 6；k2 =0. 05×E 6 × 6；α=0. 9；γ=1. 2； μ= 0. 47；
λ1i = 2. 3；λ2i = 1. 4；λ3i = 1. 6；L0 = 1 × 10-11；L* =
2. 5；L *

1 = 1. 5；L *
2 = 0. 5。

3. 2　仿真结果与分析

图 3 显 示 了 该 所 提 出 的 改 进 方 案 LMI-
MRAC 与传统H∞鲁棒控制方案［22］和标准 MRAC
方案［13］对位移扰动抑制的控制性能对比。仿真结

果表明，在探测频段内，LMI-MRAC 方案能够实

现闭环控制的鲁棒性。由惯性传感器、环境噪声

及其他外部因素引起的复杂干扰包括线性部分及

非线性部分，由于一般的鲁棒控制方法不具备非

线性扰动抑制能力，而标准 MRAC 方法仅能确保
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不确定性存在前提下系统跟踪性能，因此应对空

间引力波探测无拖曳控制的复杂不确定性及外部

干扰时，LMI-MRAC 方案相比上述 2 种方案具有

更有效的非线性扰动抑制能力，在闭环系统性能

验证中体现为闭环系统位移噪声的抑制效果改

善，验证了 LMI-MRAC 方案应对状态不确定性

和参数时变性的优良控制效果。

图 3 表明，该方案下的闭环系统相比一般的

输 出 调 节 MRAC 方 案 具 有 更 强 的 鲁 棒 性 。

MRAC 主要用于实现实际响应对参考指令的自

适应跟踪能力，应对复杂非线性扰动时，其稳定

裕度不强，对控制器参数选取要求比较严格。在

MRAC 中引入 LMI 后，系统鲁棒性得到较大提

升，尤其在应对强非线性或较大幅值扰动时，系

统仍具有保持稳定跟踪的能力，从而提高了闭环

系统的稳定裕度。

4　结　论

设计了基于 LMI 及输出调节的 MRAC 方

案，应用于空间引力波探测无拖曳控制问题中，

提高了引力波探测多体闭环系统对复杂非线性

项及其他未建模动态的逼近能力。在基于输出

调节的 MRAC 方案中，基于 Lyapunov 分析构造

LMI 修正项，从而提高了系统稳定裕度，在保证

跟踪性能的同时增强了鲁棒性。Lyapunov 分析

证明了各闭环信号全局一致渐进稳定和跟踪误

差的收敛性，数值仿真验证了该控制方案的优良

控制性能。
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LMI-based output tracking robust drag-free control with model 
reference adaptive scheme
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Abstract：Aiming at the problem of ultra-stable and high precision attitude control of spacecraft platform for the mis⁃

sion of space gravitational wave detection， an enhanced multivariable robust Model Reference Adaptive Control 

（MRAC） scheme is proposed.  To realize the closed-loop robustness of all the output signals， and suppress bounded 

external disturbances and parametric uncertainties that match the system input， this scheme is applied to the drag-free 

control loop of detection spacecraft platform.  Considering that the system state is uneasy to obtain directly， the design 

of the MRAC scheme is based on the output feedback and output regulation.  To improve the robustness， an adaptive 

correction term is derived based on solutions to systems of Linear Matrix Inequalities （LMIs） constructed by stability 

analysis.  The Lyapunov analysis verifies the closed-loop stability of each signal， and the numerical simulation verifies 

the good robustness of the drag-free DOF in the face of nonlinear uncertainties and additional disturbances.

Keywords：output tracking； robust control；model reference adaptive control；drag-free control；space gravitational 

wave detection
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