
 

 

航天器姿态受限的协同势函数族设计方法
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摘    要   提出一种考虑航天器姿态约束的协同势函数设计方法, 在姿态全局收敛的同时, 保证姿态在机动过程中始终满足

姿态约束. 首先, 建立航天器姿态指向约束模型, 并针对每一个指向约束设计软约束区域; 然后, 基于“角度扰动”方法设计

协同势函数族; 接着, 通过设计协同势函数族内函数切换规律, 在软约束区域内构建满足姿态约束的势函数, 并给出区域内

势函数临界点分布的调整方法; 最后, 将所得的势函数用于航天器的避障控制, 以比例−微分控制为例, 通过数值仿真, 验证

该方法的有效性.
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Abstract   A synergistic potential functions design method considering attitude constraints is proposed to ensure the
global convergence of attitude while always satisfying attitude constraints during the attitude maneuver. First, an
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姿态控制是一个非线性控制问题, 在航空航

天、机器人等领域受到了广泛关注和研究[1−2]. 用于

描述刚体姿态的旋转矩阵构成了三维特殊正交群

(Three-dimensional special orthogonal group,
 ). 作为一个无边界的紧流形,   不同胚

于任何欧氏空间, 这导致在  上, 不存在能够

使姿态全局渐近收敛到目标姿态的连续时不变反馈

SO(3)

控制律[3]. 受此拓扑性质约束, 使用光滑的反馈控制

律能实现的最好结果是基于单一势函数获得几乎全

局的收敛性 [4−5]. 而“几乎全局”意味着该势函数在

 上存在一个测度为零的集合. 该集合中的点

称为临界点, 当航天器初始姿态是临界点时, 势函

数无法控制姿态收敛到目标姿态.

为解决上述单一势函数存在的临界点问题, 混

合控制被引入姿态控制问题中[6−7]. 混合控制是一种

具有滞回特性的切换控制系统, 通过设计一族临界

点互异的势函数, 系统状态可在不同的势函数之间

进行切换, 从而改变系统状态和临界点的分布情况,

实现姿态控制目标. 具体而言, 当系统运动到当前

势函数上不期望的临界点时, 会切换到另一个具有

更低值且不处于临界点的势函数上进行控制. 这一

类势函数被称为协同势函数族. 当单位矩阵是公共

临界点时, 称此类协同势函数族为共单位元的协同
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势函数族. 文献 [8]首次通过“角度扰动”方法构建

了协同势函数, 但并未给出协同性的证明. 文献 [9]
进一步给出了协同性对势函数参数的要求. 文献 [10]
给出了“角度扰动”方法中, 协同势函数族存在的充

要条件, 并将协同势函数族应用到无角速度测量的

航天器姿态控制系统中. 以上文献均需要对临界点

进行复杂计算. 文献 [11]放松了“共单位元”要求,
通过选择固定的参考向量, 设计出一族简单协同势

函数族, 但缺点是其物理意义不明确. 此外, 上述文

献都没有考虑航天器姿态机动中的姿态约束.

+

在轨航天器姿态机动时, 存在多种约束, 其中

一种典型约束是航天器的禁止或强制指向约束, 即
要求航天器在机动中始终避开或始终指向某个方

向. 例如, 航天器光敏感器的指向应当始终避开明

亮天体[12−13]. 指向约束下实现姿态机动的方案大致

可分为基于规划的跟踪控制方法[14−15] 和基于避障

势函数方法[13, 16] 两种. 基于规划的跟踪控制方法将

原问题分解成 2个子问题进行单独解决. 首先, 利
用优化方法规划出合理的姿态机动路径; 然后, 设
计跟踪控制器跟踪所给路径. 文献 [15]整体性地考

虑了姿态约束、机动过程的指向安全裕度和力矩饱

和问题, 提出预设性能的“规划  跟踪”控制方法,
系统性地实现了航天器姿态受限机动. 此类基于规

划方法的姿态机动路径具备可预见性, 但缺点是结

构复杂, 优化算法和控制器性能都会影响到航天器

的实际指向. 相比之下, 基于避障势函数方法更加

简单和有效. 该方法将目标姿态设计为极小值点,
并将势函数的梯度引入控制器设计, 当靠近姿态限

制时, 势函数值和梯度急剧增加, 以此规避姿态限

制. 文献 [13]使用分数形式的避障势函数, 处理禁

止指向约束问题; 文献 [16]使用对数形式的避障势

函数解决了同时具有禁止和强制指向约束的姿态机

动问题. 然而, 势函数方法严重依赖势函数的凸性

假设, 机动路径不可预见且单一势函数控制存在临

界点问题, 航天器姿态可能会收敛到势函数的极小

值, 而非目标姿态.
为解决上述问题, 本文在考虑姿态约束情形下,

基于旋转矩阵设计用于混合控制的势函数族, 该势

函数族能够对任意的初始姿态保证姿态收敛到目标

姿态. 本文的主要贡献如下: 1)建立姿态禁止指向

约束模型, 考虑机动安全裕度, 为每个指向约束设

计软约束区域. 在该区域内, 将分数/对数形式排斥

势函数引入协同势函数设计中, 设计保证全局收敛

的避障势函数. 2)针对所设计的势函数, 给出软约

束区域内临界点分布情况和势函数参数的关系, 指
出当势函数参数满足给定不等式组时, 航天器不会

在避障过程中陷入非期望的临界点. 3)将上述势函

数引入控制器设计, 实现姿态受限下的全局收敛.
本文内容结构如下: 第 1节对使用到的符号和

性质进行说明, 建立航天器的误差姿态运动模型和

姿态约束模型; 第 2节给出基于“角度扰动”构建协

同势函数族的方法, 将该协同势函数与受限制姿态

机动问题结合, 分别讨论分数形式和对数形式下,
势函数在软约束区域内临界点分布和势函数参数的

关系; 第 3节以比例−微分控制为例, 进行仿真验证. 

1    相关理论基础
 

1.1    符号说明

R

SO(3) := {R ∈
R3×3|RTR = RRT = I, det(R) = 1} I ∈ R3×3

SO(3)

so (3) so (3)

so (3) = {S ∈ R3×3 : ST =

−S} x ∈ R3 [·]× : R3 →
so (3) [·]∨ : so (3) → R3

本文以旋转矩阵  作为姿态参数展开研究, 旋
转矩阵形成的三维特殊正交群记作 

.   是单

位矩阵 .     以矩阵乘法作为群乘法时 ,  是一

个李群, 其对应的李代数用  表示,   的群

元是三阶反对称矩阵, 即 

. 对于任意向量 , 定义线性映射 

 和它的逆映射  为:

[x]
×
=

 0 −x3 x2

x3 0 −x1
−x2 x1 0

 , [[x]×]∨ = x (1)

n Sn := {x ∈
Rn+1|xTx = 1} B B =

[bij ] x, y ∈ Rn B, C ∈ Rm×n

⟨x, y⟩ := xTy, ⟨B, C⟩ := tr(BTC)

∥x∥ =
√
⟨x, x⟩ F ∥B∥F =√

⟨B, B⟩ ψ : R3×3 → R3 ψ(B) = 0.5[B−
BT]∨ ψ(−B) = ψ(BT) = −ψ(B) λAmax λAmin

A

G : R→ Rm×n, H : Rm×n → R Ġ(t) = dG(t)
dt =[

dGij(t)
dt

]
, ∇H(X) =

[
∂H(X)
∂Xij

]
V

V = H ◦G
V̇ (t) = ⟨∇H(G(t)), Ġ(t)⟩

在欧氏空间中 ,     维单位球面为  

. 为了强调矩阵  的某个元素时, 写 

. 对于任意向量  和矩阵   ,
内积定义为 . 向量

的 2范数是 . 矩阵的  范数为 

. 定义映射   为   

,  . 用  和  分

别表示矩阵  的最大和最小特征值. 对于可微映射

, 定义 

. 假设可微映射  是一

个复合映射, 即  , 则根据链导法则, 有
.

∀R1, R2, R3 ∈ SO (3) Φ : SO (3)×
SO (3) → R≥0

对 , 如果映射 

 满足:
Φ(R1, R2) = 0 ⇔ R1 = R21) ;
Φ(R1, R2) = Φ (R2, R1)2) ;
Φ(R1, R2) ≤ Φ(R1, R3) + Φ (R2, R3)3) .
Φ SO (3)

Φ (RR1, RR2) = Φ (R1, R2) , ∀R ∈ SO (3)

Φ (R1R, R2R) = Φ (R1, R2) ,

∀R ∈ SO (3) SO (3)

则映射   被称为   上的度量. 如果度量满足

, 则称之

为左不变的; 如果满足 

, 则称之为右不变的. 本文用到的 
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上的度量是角距离度量, 即:

Φ(R1, R2) = arccos
(
1

2

(
tr
(
R1R

T
2

)
− 1

))
=

sup
u∈S2

arccos (⟨R1u, R2u⟩) (2)

角距离度量是一种双平移不变度量[17]. 利用平

移不变性, 角距离度量也可以写为:

Φ
(
R1R

T
2 , I

)
= sup

u∈S2

arccos
(
⟨R1R

T
2u, u⟩

)
(3)

R I

ΦR = Φ(R, I) ΦR ∈ [0, π]

θ ∈ R
u ∈ S2 eθ[u]× ∈ SO(3) R(θ, u) := eθ[u]× =

I + sin θ[u]× + (1− cos θ)([u]×)2 eθ[u]×

θ[u]
×

eθ[u]× θ = ΦR = arccos(0.5(tr(R)− 1)).

任意旋转矩阵  相对于单位元  的角距离简

记为  ,    是作用于向量时,
能使向量转动的最大角度. 给定一个转角  和

转轴 , 则  且 

, 其中  是矩阵

 的矩阵指数. 任意给定的旋转矩阵都可以用

 表示[18], 并且 

D ⊂ SO(3) V :

SO (3) → R≥0

令集合  , 如果连续可微的函数  

 满足:
∀R ∈ SO (3) \D, V (R) > 01) ;
V (D) = 02) .
V SO(3) D则  被称为  上相对于集合  的势函数. 

1.2    性质与引理

A

本节介绍对后续分析有帮助的性质和引理. 令
 是一个实对称矩阵, 定义势函数:

PA (R) = tr (A (I −R)) (4)

A1 = 0.5(tr(A)I −A) A2 = tr(A2
1)I − 2A2

1

A3 = 0.5(tr(A2)I −A2) ∀x, y ∈ R3, B ∈ R3×3,

R ∈ SO(3),

令 ,  ,
,  对  

  有下列性质成立:
[[x]×y]

×
= yxT − xyT1) ;

tr(B[x]
×
) = −xT[B −BT]∨ = −2xTψ(B)2) ;

4λA1

minh ≤ PA (R) ≤ 4λA1
maxh3) ;

∥ψ (AR)∥2 ≤
(
1− ξ2h

)
4λA3

maxh4) .

ξ = λA1

min/λ
A1
max, h = sin2(Φ (R, I) /2)式中,  . 性质 1)

和性质 2)通过展开计算即可证明, 性质 3)和性质

4)的证明见文献 [19].
下面列出在本文中使用的引理.

0 < α < α+∆α < π/2, x ∈ (α, α +

∆α] f(x) = 2 sinx/(cosα− cosx)

[f(α+∆α), +∞)

引理 1.  令  

, 则函数   的取值范

围为 .
(α, α+∆α] f(x) x

df(x)
dx = 2(cosx cosα− 1)/(cosα− cosx)2 <

0 f(x) f(α+∆α) ≤ f(x) <

∞

证明. 在区间  上, 函数  相对于 

的导数为 

. 因此, 函数  严格递减, 即 

.  □

a 2a2 < 1 f (x) =引理 2. 当常数  满足  时, 函数 

√(
1− a2sin2 (x/2)

)
sin2 (x/2), x ∈ (0, π]

(f (0) , f (π)]

 的取值范围

为 .
(0, π] f (x) x

df(x)
dx =

(
1− 2a2sin2 (x/2)

)
sin(x/4) 2a2 <

1 f (x) f (0) < f (x) ≤ f (π)

证明. 在区间  上, 函数  相对于  的导

数为 . 由于 

, 函数  严格递增, 即 . □

a, b 0 ≤ a < π, 0 < b < 1

f (x) = x− 2bsin2 (x/2) , x ∈ (a, π]

(f(a), f(π)]

引理 3. 令常数   满足  ,
则函数  的取值范

围为 .
[a, π] f (x) x

df(x)
dx = 1− b sinx b < 1 f (x)

f (x) ≥ f (a)

证明. 在区间  上, 函数  相对于  的导

数为  . 由于  , 函数   严格

递增, 即 . □ 

1.3    问题描述

Rb ∈
SO(3) Rd ∈ SO(3)

ω ωd

J

假设航天器本体系相对于惯性系的姿态用 

 表示, 姿态机动的目标姿态用  表

示. 令  表示航天器本体系下的角速度矢量,   表

示期望角速度. 假设惯性矩阵  是对角阵, 则航天

器的运动学和动力学方程为:

Ṙb = Rb[ω]
× (5)

Jω̇ + [ω]
×
Jω = τ (6)

τ Re =

RT
dRb ωe = ω −RT

eωd

式中,    表示控制力矩. 定义的姿态误差为  

, 定义角速度误差是 , 则误差

形式的运动学方程和动力学方程为:

Ṙe = Re[ωe]
× (7)

Jω̇e = Hωe − F + τ (8)

F =JRT
e ω̇d + [RT

eωd]
×JRT

eωd H=[Jωe]
×+

[JRT
eωd]

× − J [RT
eωd]

× − [RT
eωd]

×J

Rb

Rd

Re I

式中,  ,  

 是一个反对称

矩阵. 姿态控制的目标是使航天器姿态  趋向于

给定目标姿态 , 或等价地说, 是使航天器的姿态

误差  趋向于 .

B

I r ∈ R3

v ∈ R3

r v

航天器姿态机动过程中存在各种限制, 本文考

虑一种几何视场约束, 即航天器上某个指向需要避

开特定区域. 如图 1 所示, 图 1中下标  表示本体

系, 下标  表示惯性系. 令单位向量  表示与

航天器固连的敏感指向, 单位向量  表示惯性

系下固定的不期望指向 (例如明亮的星体), 航天器

在姿态机动过程中, 单位向量  和  夹角应满足:

⟨Rbr, v⟩ ≤ cos (α) , α ∈
(
0,
π

2

)
(9)

Re I

因此, 本文中势函数设计的目标是在所设计的

势函数指导下, 航天器的姿态误差  趋向于 , 同
时始终满足式 (9). 
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2    协同势函数设计
 

2.1    势函数与临界点

V (R (t))利用内积的定义和性质 2), 势函数  对

时间的导数是:
V̇ (R (t)) = ⟨∇V (R (t)) , R[ω]

×⟩ =

tr
(
∇V TR[ω]

×
)
=

2⟨ω, ψ
(
RT∇V

)
⟩ (10)

ψ
(
RTV

)
= 0 ω

V

D V

由此可知, 当   时, 无论角速度   为何

值,   不会发生任何改变, 即姿态停止向目标姿态

集合  收敛. 因此, 定义势函数  的临界点如下:

CritV =
{
R ∈ SO (3)|ψ

(
RT∇V (R)

)
= 0

}
(11)

例如, 对于势函数 (4), 有下列结果:{
∇PA (R) = −A

CritPA =
{
R ∈ SO (3)|RTA = AR

} (12)

通过解上述方程可知, 势函数 (4)共有 4个临

界点[8]:
CritPA = {I} ∪R (π, E (A)) (13)

E (A) A式中,   表示  的所有单位特征向量组成的集合.
V

Q ⊂ N {Vq}q∈Q

I

{Vq}q∈Q δ > 0

对任意的势函数 , 都存在至少 4个临界点[20],
基于势函数梯度的反馈控制律在靠近临界点时, 逐
渐减小直至为零. 为了实现全局收敛的结果, 本文

使用一族协同的共单位元势函数进行控制. 给定一

个有限的指标集 ,   是一族势函数, 如

果单位元  是所有势函数公共的临界点, 则称这样

的一族势函数为共单位元的势函数. 对于势函数族

, 如果存在一个常数 , 使得:

δ := min
q∈Q

R∈CritVq\{I}

max
p∈Q

p ̸=q

Vq (R)− Vp (R)

 > δ

(14)

{Vq}q∈Q

I

则称势函数族  是协同的. 粗略地, “共单位

元”意味着在这一族势函数控制下, 姿态有相同的

收敛方向 (单位元  ); “协同”意味着在某个势函数

临界时, 存在另一个非临界且取值更低的势函数,
如果切换为非临界的势函数进行控制, 姿态将继续

向目标姿态收敛.

P1,A

P2,A

N M

P1,A P2,A

t1 t2

t3

P1,A

P2,A

t2

P1,A P2,A t1

P2,A P1,A

为了说明协同势函数在姿态控制中的作用和切

换逻辑, 假设航天器的一条姿态轨迹经过 2个非期

望临界点的邻域, 这 2 个临界点分别属于   和

, 则势函数随时间变化曲线和切换时各势函数

与临界点关系如图 2 所示, 其中状态  和  在第

3节定义. 在单一势函数  (或  )的控制下,
轨迹在  (或  )时刻, 进入势函数所属的非期望临

界点邻域, 此后基于势函数梯度的姿态控制项将减

小, 甚至为零. 为避免该问题导致收敛过慢, 将在进

入时刻进行切换. 如图 2所示, 在  时刻, 姿态轨迹

处于势函数   的非期望临界点, 势函数停止收

敛, 此时存在势函数  在该点不临界且其取值更

低. 因此, 在混合控制中, 根据势函数差值在  时刻

提前进行控制切换, 由  跳转到 ; 同样在 

时刻, 由  跳转到 , 最终混合控制中势函数

的变化曲线如图 2 橙色粗线所示.
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图 1    姿态限制示意图

Fig. 1    Illustration of attitude constraint
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(b) 切换时各势函数与临界点关系示意图
(b) Illustration of relationship between potential functions and

critical point during switching 

图 2    使用协同势函数族的姿态控制示意图

Fig. 2    Illustration of attitude control by means of
synergistic potential functions
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T : SO (3) →
SO (3)

为了构建协同势函数族, 定义映射 

 为:

T (R, k, PA, u) = ekPA(R)[u]×R (15)

k ∈ R, u ∈ S2 T
R

u kPA(R)

Rc = T (R, k, PA, u) = RT R RT

Q = {1, 2}, q ∈ Q k

0 <
√
2k∥A∥F < 1 {Pq,A(R)}q∈Q

式中,  . 映射  的作用是对旋转矩阵

 左乘“扰动”旋转矩阵, 该“扰动”矩阵由指数映射

生成, 转轴  和转角  是待设计的轴角参数. 因

此, 简记 , 其中  是

“扰动”旋转矩阵. 令 , 当参数  满

足  时, 协同势函数族 

可以按如下形式构建[8]:

Pq,A (R) = PA (T (R, (−1)
q
k, u, PA)) (16)

并且, 有:{
ψ
(
RT∇Pq,A (R)

)
= ΘT(R)ψ

(
RT

c∇PA (Rc)
)

T (CritPq,A) = CritPA

(17)

Θ(R) = I + 2kRTuψ
(
∇PA (R)RT

)T
R式中,  .

k A 2kλA1
max < 1

T (R, k, PA, u) ̸= I, ∀R ∈ SO (3) \I
引理 4. 当参数  和   满足   时, 有

.

∃R ∈ SO(3)\I Rc =

I Rc = ekPA(R)[u]×R = RT R RT = RT

ΦRT = ΦR ΦRT = kPA(R) =

ΦR R ̸= I ΦR > 0

证明 (反证法). 假设 , 使得 

, 其中 , 则有 . 考

虑到 , 则假设成立时, 有 

. 由于 ,  , 再由第 1.2节的性质 3),

可得:

0 < 4kλA1

minh ≤ kPA (R) ≤ 4kλA1
maxh (18)

h = sin2 (ΦR/2)式中,  . 构造函数:

f (ΦR) = ΦR − 4kλA1
maxsin

2

(
ΦR

2

)
(19)

2kλA1
max < 1 f(ΦR) > f(0) =

0 kPA (R) = ΦR

根据引理 3, 当  时,  
. 这与  矛盾, 因此假设不成立.  □

T
kPA (R) kPA (R)

kPA (R) ΦR

∀R ∈ SO (3) \I ΦR > kPA (R)

T
I

引理 4 对映射   的参数要求如图 3 所示 .

 和  分别为根据性质 3)计算得到

的  的上限和下限随角距离  的变化曲线.

对  , 有   始终成立, 即

非单位元旋转矩阵经过映射  “扰动”后, 仍然是非

单位元旋转矩阵, 不会到达临界点 . 

2.2    受限制姿态控制的协同势函数族设计

SO(3)

假设航天器初始姿态位于姿态障碍以外, 航天

器误差运动模型和势函数设计目标如第 1.2 节所

述. 定义  的一个子集为:

E = {Re ∈ SO (3)|
arccos⟨RdRer, v⟩ ∈ (α, α+∆α)} (20)

该子集定义了姿态限制的软约束区域, 进入该区域

时势函数将进行避障切换. 为在全局收敛情况下完

成受限制姿态机动, 本文设计了如下形式的势函数

用于姿态机动问题:

Vq (Re) =

{
Pq,A (Re)PO (Re), Re ∈ E

Pq,A (Re), Re /∈ E
(21)

α+∆α < π/2, ∆α Pq,A (Re)

PO (Re)

PO (Re)

式中,   是待设计参数,  

是针对目标姿态的吸引项势函数,   是待设

计的用于避开姿态障碍的排斥项势函数, 以分数形

式的  为例:

PO (Re) =
b(

cosα− rTRT
b v

)a =
b

(cosα− rTRT
e vd)

a

(22)

vd = RT
dv a b

a = 1 a = 2

a > 0

Rbr v α+∆α

式中,  ;   和  是两个正的参数, 文献 [13,

21−22]取  或 , 本文考虑更一般情况即只

要求 . 在实际的姿态机动中, 可能存在多个姿

态限制, 本文方法适用于单敏感轴多约束问题. 具

体来说, 为每个指向约束设计了不相交的软约束区

域, 当航天器姿态进入软约束区域内, 即敏感轴在

惯性系下指向  和禁止指向  夹角小于 

时, 切换为避障势函数, 因此只需讨论单个约束下

如何实现姿态机动即可. 对于某个给定的姿态限制

有下述引理成立.
∀Re∈E ΦRe ∈ [ε, π], ε = arccos⟨Rdr,

v⟩ − (α+∆α)

引理 5. 对 ,  
.

R

R ∀Re ∈ E

arccos⟨Rdr,

v⟩ − (α+∆α)

证明. 旋转矩阵  作用于单位向量后, 会使单

位向量发生旋转. 角距离的定义指出, 旋转前/后向

量的夹角不超过旋转矩阵  的角距离. 对 ,
敏感轴为了转动到目标指向, 转角至少是  

. 因此引理 5成立. □

 

3.0

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

0
3.02.52.01.51.00.50

角距离 FR

k
P
A
 (
R

) 
的
上

/下
限
值

kPA (R)
kPA (R)
y = x

 

kPA (R) ΦR图 3      取值范围随  的变化曲线

kPA (R) ΦRFig. 3    The change curve of the range of  with 
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E ∀Re /∈
E

{Pq,A(Re)}q∈Q

{Vq (Re)}q∈Q

集合  在引理 5 中的性质如图 4 所示. 对 

,  姿态的全局收敛性已经由协同势函数族

 保证[23]. 为保证全局收敛, 本文讨论

避障区域内势函数族  临界点分布情况.

  

Dav

e

终点指向 

图 4   引理 5的图示

Fig. 4    Illustration of lemma 5
 

g(x) = sin2 (x/2)

Rd

v A1、A3、ξ ε

h1 = sin(α+∆α)/(cosα− cos(α +

∆α)) h2 = sin2(ε− 4kλA1
maxg(ε))/2 k、

∆α A

定理 1. 令函数  . 假设目标姿

态  ,  敏感轴指向终点及惯性下的敏感轴禁止

指向  已知,   如第 1.2 节所定义,   如

引理 5所定义. 令 

,    .  当非负参数  

 和三阶实对称矩阵  满足:

√
2k∥A∥F < 1

2kλA1
max < 1

2ξ2 < 1√
λA3
max (1− ξ2) <

2aλA1

minh1h2

1 + 4k
√
λA3
max (1− ξ2)

(23)

{Vq (Re)}q∈Q势函数族   在避障区域内无临界

点. 在该势函数族控制下, 航天器可以避开姿态障

碍从任意的初始姿态机动到目标姿态.
证明. 为简化书写, 对证明中多次出现的符号

简写如下:
γ = arccos⟨RT

b v, r⟩ ∈ [α, α+∆α]

p = cosα− rTRT
e vd = cosα− cos γ

Rc = e(−1)qkPA(Re)[u]×Re = RT Re

(24)

∀Re ∈ E对 , 根据势函数求导定义计算, 可得:

∇Vq (Re) = PO∇Pq,A + Pq,A∇PO (25)

于是

ψ
(
RT

e∇Vq (Re)
)
= POψ

(
RT

e∇Pq,A

)
+

Pq,Aψ
(
RT

e∇PO

)
(26)

ψ
(
RT

e∇Pq,A

)
∇PO式中,   由式 (17)给出,   为:

∇PO (Re) = − ab

pa+1

[
∂p

∂(Re)ij

]
=

ab

pa+1
vdr

T (27)

ψ利用性质 1)和映射  的定义, 有:

ψ
(
RT

e∇PO (Re)
)
=

ab

pa+1
ψ
(
RT

e vdr
T) =

ab

pa+1

[
RT

e vdr
T − rvT

dRe

]∨
=

ab

pa+1
[r]

× (
RT

e vd

)
(28)

Rc将  和式 (28)代入式 (26), 可得:

ψ
(
RT

e∇V k
q (Re)

)
=

b

pa

[
aPA (Rc) [r]

× (
RT

e vd

)
p

+

ψ
(
RT

e∇Pq,A

)]
(29)

x = ψ
(
RT

e∇Pq,A

)
y = aPA (Rc) [r]

× ×(
RT

e vd

)
/p

分别令   和    

.

∀Re ∈ E ∥y∥1)对 , 证明  存在下限.
y向量  的 2范数为:

∥y∥ =
aPA (Rc) sin γ
cosα− cos γ

(30)

RT
T Rc = Re ΦRT

T
= ΦRT由于 ,  , 利用度量的三

角不等式和平移不变性, 有:

ΦRe
≤ Φ

(
RT

T Rc, Rc

)
+ΦRc

≤ ΦRT +ΦRc (31)

ΦRT = kPA (Re)

2kλA1
max < 1

从旋转矩阵的指数映射可知,  .
当  时, 引理 4成立, 于是将式 (31)移项,
可得:

ΦRc ≥ ΦRe − kPA (Re) > 0 (32)

利用性质 3), 有:

ΦRc
≥ ΦRe

− 4kλA1
maxg(ΦRe

) (33)

∀Re ∈ E ΦRe ∈ [ε, π]

k A 2kλA1
max < 1

根据引理 5, 对 ,  . 利用引

理 3, 当参数  和  满足  时:

ΦRc
≥ ε− 4kλA1

maxg (ε) = Φmin (Rc, I) (34)

∀Re ∈ E PA (Rc)因此, 对 , 势函数  存在最小值, 即:

PA (Rc) ≥ 4λA1

ming(ΦRc
) ≥ 4λA1

minh2 > 0 (35)

利用引理 1, 可知:

∥y∥ ≥ ∥y∥min = 4aλA1

minh1h2 (36)

∀Re ∈ E ∥x∥2)对 , 证明  存在上限.
x ψ (−B) = ψ

(
BT

)
将式 (17)代入 , 利用 , 有:

x =
[
I + 2kRT

euψ
(
−ART

e

)T
Re

]T
ψ
(
−RT

cA
)
=

ψ(ARc) + 2kRT
eψ

(
−ART

e

)
uTReψ(ARc)(37)
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利用范数三角不等式, 有:

∥x∥ ≤ 2k
∥∥RT

eψ
(
−ART

e

)
uT[Reψ(ARc)]

∥∥ +

∥ψ(ARc)∥ (38)

uT [Reψ (ARc)] ∈ R式中,  , 并且有:

uT [Reψ(ARc)] = ∥Reψ(ARc)∥ ⟨u, Reψ(ARc)⟩ ≤
∥ψ(ARc)∥ (39)

式 (38)可写为:

∥x∥ ≤ ∥ψ(ARc)∥+ 2k
∥∥ψ(ART

e )
∥∥ ∥ψ(ARc)∥

(40)

利用性质 4), 有:

∥ψ(ARc)∥ ≤
√
4λA3

max (1− ξ2g (ΦRc
)) g (ΦRc

)

(41)∥∥ψ(ART
e )
∥∥ ≤

√
4λA3

max (1− ξ2g (ΦRe
)) g (ΦRe

)

(42)

∀Re ∈ E ΦRe ∈ [ε, π] ΦRc ∈ [Φmin (Rc, I) , π]

2ξ2 < 1

对  ,    ,    ,
当  时, 利用引理 2, 有:

∥ψ(ARc)∥ ≤
√
4λA3

max (1− ξ2) (43)

∥∥ψ(ART
e )
∥∥ ≤

√
4λA3

max (1− ξ2) (44)

∥x∥因此, 可得  的上限为:

∥x∥ ≤
√
4λA3

max (1− ξ2) +

8kλA3
max

(
1− ξ2

)
= ∥x∥max (45)

E3)讨论  内势函数的临界点. 若:√
λA3
max (1− ξ2) <

2aλA1

minh1h2

1 + 4k
√
λA3
max (1− ξ2)

(46)

则有:

∥x∥max < ∥y∥min (47)

∀Re ∈ E对于 , 有:

ψ
(
RT

e∇Vq (Re)
)
̸= 0 (48)

{Vq (Re)}q∈Q

Rbr v α PO (Re)

Re (0)

I

Re (0) /∈ E

I

首先, 势函数族  在避障区域内无

临界点; 然后, 在姿态机动过程中, 当惯性系下敏感

轴指向  和禁止指向  的夹角趋于  时,  
趋于无穷大, 因此姿态机动过程可以避开障碍; 最
后, 任给初始姿态 , 若该姿态是非临界点, 则
在势函数的控制下向单位元  收敛. 若该姿态是临

界点, 则 , 在协同性要求下, 利用混合控

制可实现向单位元  收敛[23]. 因此, 航天器可以避开

姿态障碍, 从任意的初始姿态机动到目标姿态. □ 

2.3    对数形式排斥势函数的临界点分析

在基于势函数的受限制姿态机动问题中, 除分

数形式排斥势函数 (21)外, 还有对数形式的排斥势

函数[16, 24]:

PO (Re) = a− b ln
cosα− rTRT

e vd

c
(49)

a、b、c式中,   是常数. 在第 2.2节中, 本文得出在

考虑姿态受限情形下姿态全局收敛的参数设计要

求 (23). 本节将证明对数形式排斥势函数也可以经

过相似推导得出参数设计要求, 以此说明本文方法

的可拓展性.
对于式 (49), 利用势函数导数相关定义计算,

可得:

∇PO (Re) =

[
∂

∂(Re)ij

(
a− b ln

p

c

)]
=

−b
p

[
∂

∂(Re)ij

(
cosα− rTRT

e vd

)]
=

b

p
vdr

T
(50)

因此, 有:

ψ
(
RT

e∇PO (Re)
)
=
b

p
ψ
(
RT

e vdr
T) = b

p
sin γ (51)

将式 (51)代入式 (25), 可得:

ψ
(
RT

e∇Vq
)
= PO (Re)

[
ψ
(
RT

e∇Pq,A

)
+

PA (Rc)
b sin γ

pPO (Re)

]
(52)

y = bPA (Rc) sin γ/ (pPO (Re))令 , 则:

∥y∥ =
bPA (Rc) sin γ

(cosα− cos γ)PO (Re)
(53)

f(γ)取函数  为:

f(γ) =
sin γ

(cosα− cos γ)PO (Re)
(54)

由于

df (γ)
dγ

=
(cos γ cosα− 1)PO + bsin2γ

((cosα− cos γ)PO)
2 (55)

PO ≥ a > 0, cos(α+∆α) cosα −
1 ≤ cos γ cosα− 1 ≤ cos2α− 1 < 0, bsin2α ≤ bsin2γ ≤

bsin2(α+∆α) df(γ)
dγ ≤

0 f(γ) [α, α+∆α]

注意到 ,  当  

 时, 存在合适的参数 a和 b, 使得 

, 即  在区间  上递减, 则:

f (γ) ≥ fmin = f (α+∆α) (56)
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因此, 式 (54)有最小值, 利用和定理 1类似的推

理方式, 可得对数形式排斥势函数的参数设计要求.
文献 [10, 23]利用“角度扰动”方法构建协同势

函数族, 将其应用在无约束的姿态机动控制中, 实
现了姿态全局收敛. 本文将这种构造方法应用到受

限姿态机动任务的势函数设计中, 实现了带有禁止

指向约束的姿态全局收敛. 与其他处理受限姿态机

动问题的势函数方法[15−16, 24] 相比, 本文方法的优点

是不依赖势函数凸性假设, 可避开非期望的临界点

实现全局收敛; 缺点是势函数切换会造成控制律突

变, 不能处理强制指向约束. 第 3节将通过仿真分

析具体讨论本文方法的优缺点. 

3    方法验证

{Vq (Re)}q∈Q

本节将建立航天器姿态受限情形下的混合控制

模型, 利用第 2.2节提出的协同势函数族 

进行控制, 来验证方法有效性. 

3.1    航天器混合控制模型

{Vq (Re)}q∈Q基于势函数族 , 定义下列两个函数:

ρ (Re) = min
q∈Q

Vq (Re) (57)

σ (Re) = {q ∈ Q|Vq (Re) = ρ (Re)} (58)

(Re, ωe, q) M,

N ∈ SO (3)×R3 ×Q

在混合控制中, 系统状态  被分成 

 两个集合:

M = { (Re, ωe, q)|Vq (Re)− ρ (Re) ≤ δ} (59)

N = { (Re, ωe, q)|Vq (Re)− ρ (Re) > δ} (60)

δ x = (Re, ωe)

(x, q) ∈M

式中,   为式 (14)给定的协同间隙. 令 ,
根据不同的系统状态, 当  时, 式 (7)、式
(8)航天器模型可写为连续模型:{

ẋ = f (x) + τ

q̇ = 0
(61)

(x, q) ∈ N当  时, 可写为切换模型:{
x+ = x

q+ = σ (Re)
(62)

M

N

即系统状态位于集合  中时, 势函数指标不变, 航
天器的状态遵循微分方程式 (7)、式 (8)连续变化.
文献 [23] 指出, 协同势函数族的所有非单位元的临

界点都落在集合  中, 此时航天器状态不改变, 势
函数指标发生切换, 切换到非临界且值最低的势函

数进行控制. 设计比例−微分反馈控制律如下:

τ = F − kpψ
(
RT

e∇Vq (Re)
)
− kdωe (63)

在该控制律下的稳定性分析见文献 [23]. 

3.2    参数设计和仿真结果

∆α

J = diag {4, 5, 4.5} kg ·m2

w = [0.3, 0.4, 0.6]T u = w/

∥w∥ , A = diag {0.3, 0.4, 0.6} , k = 0.25, a = 0.7, b =

1/20

CritPA = {I} ∪R (π, ei) , i =

1, 2, 3 ei R3

{Pq,A (Re)}q∈Q

r

E

为了验证避障和切换控制, 本节进行了 3种仿

真案例分析. 仿真中, 姿态限制假定为 3个, 具体信

息如表 1 所示. 针对这 3个姿态限制, 势函数中的

参数  分别为 10°、5°和 8°. 假设航天器的转动惯

量矩阵  . 根据式 (23) 要
求, 势函数参数设计为   ,  

         
. 在上述参数下, 对于每一个姿态约束, 不等式

组 (23)都能得到满足. 根据式 (13)、函数 (4), 在上

述参数下的奇异点为  
, 其中  是 3维空间  的标准正交基. 协同

势函数族  的 6 个非单位元临界点可

根据式 (17)确定, 当姿态误差处于这些临界点时, 指
向  在惯性系下的指向以三角符号表示, 见图 5 ~
7. 可以看出, 这些指向都落在集合  之外.
  

表 1    惯性系下姿态限制

Table 1    Attitude constraints in the inertial frame

序号 v指向 α (◦)角度 

CZ1 [0.5237, 0.7208, 0.4540]T 20

CZ2 [−0.5530, 0.7612, −0.3387]T 15

CZ3 [−0.1488, −0.9393, 0.3090]T 25

 

δ =

0.06 kp = 1 kd = 5 60 s

δ = 0.06 kp = 1 kd = 3

控制器参数设置如下: 在案例 1 中, 设置  

,    ,  , 仿真时间为 ; 在案例 2和
案例 3中, 设置   ,  ,  , 仿真时间

为 40 s. 在 3个案例中, 都假定航天器存在力矩饱

和, 力矩饱和值为 0.5 N·m.
案例 1. 无任何切换

假设航天器的目标姿态、初始姿态误差和航天

器在本体下固连的指向分别为:

Rd = exp
(
[[−1.4002, −2.0192, 1.8282]

T
]
×)

Re(0) = exp
(
[[−2.8782, −0.5547, 0.3698]

T
]
×)

r = [0.5344, −0.6835, 0.4973]T

Re(0) P1,A (Re)

P1,A (Re) P2,A (Re)

r

t < 20 s t =

50 s

案例 1使用上述初始条件进行 2组仿真实验,
航天器的初始指向位于姿态约束 CZ2下方, 目标姿

态位于姿态约束 CZ2和 CZ3之间. 航天器初始姿

态误差   位于势函数   的临界点邻域

内 , 2 组仿真没有进行避障切换 , 分别在势函数

 和  控制下, 绕过 CZ3运动至目

标姿态. 在 2组仿真实验中, 向量  的指向轨迹如

图 5(a) 所示, 势函数值变化曲线如图 5(b) 所示.
第 1组仿真实验从临界点邻域开始机动, 机动路径

更长, 在   时, 势函数基本保持不变; 在  

 时, 完成收敛. 相比之下, 第 2组仿真实验从非
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t = 30 s

临界点邻域开始姿态机动, 机动路径更短, 势函数

收敛更快, 在  时, 完成收敛. 2组仿真实验

的控制力矩和角速度误差变化曲线如图 5(c)和 5(d)
所示. 由于第 1组仿真从临界点邻域开始, 导致收

敛缓慢, 因此图 5(c)的峰值出现时间晚于图 5(d).
案例 1用于说明临界点问题的极端情况, 当姿态靠

近势函数的临界点时, 收敛变慢. 根据式 (10), 若恰

好处于临界点, 则会完全停止收敛.
案例 2. 避障切换

在案例 2中, 本文进行了 2组仿真实验. 在第

1组仿真实验中, 假设航天器的目标姿态、初始姿态

误差和航天器在本体下固连的指向分别为:

Rd = exp
(
[[−0.3012, −2.1271, −2.1086]

T
]
×)

Re(0) = exp
(
[[−0.4906, −1.9914, −1.0410]

T
]
×)

r = [0.9753, −0.2156, −0.0472]T

在第 2组仿真实验中, 假设航天器的目标姿态、

初始姿态误差和航天器在本体下固连的指向分别为:

Rd = exp
(
[[−0.2456, −0.6270, 0.5070]

T
]
×)

Re(0) = exp
(
[[−1.3113, 0.6093, −1.7902]

T
]
×)

r = [−0.6849, 0.3701, 0.6276]
T

r

r

t = 6 s

t = 20

r

在 2组仿真实验中, 目标姿态下向量  的指向

相同, 位于 CZ2和 CZ3之间; 而位于 CZ1下方的

起始指向不同. 在第 1组仿真初值下, 向量  的指

向轨迹如图 6(a)中虚线所示, 轨迹由 CZ2下方绕

过 CZ2, 到达目标点. 在绕过 CZ2时, 存在 1次转折,
这是由于势函数在  时, 进行了避障切换, 规
避姿态约束 CZ2. 势函数随时间变化趋势如图 6(b)
中虚线所示, 在  s后, 收敛到 0, 姿态机动完

成. 在第 2组实验条件下, 向量  的指向轨迹如图 6(a)
中实线所示, 轨迹穿过 CZ1和 CZ2, 到达目标点,
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图 5    无切换下姿态机动仿真

Fig. 5    Attitude maneuver simulation without switching
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t = 1.6

t = 7

t = 20

分别在靠近 CZ1和 CZ2时有一次转折. 这是因为

势函数在  s时进行避障切换, 规避 CZ1; 在
 s时进行避障切换, 规避 CZ2. 势函数变化趋

势如图 6(b)中实线所示, 在  s后, 收敛到 0, 姿
态机动完成. 2组仿真的控制力矩和角速度误差变

化曲线如图 6(c)和 6(d)所示, 每次势函数切换都

导致了控制力矩和角速度突变, 控制力矩在切换时

饱和. 案例 2说明本文设计的势函数在规避姿态约

束上的有效性, 以及切换控制对航天器状态的影响.
案例 3. 临界点切换

假设航天器的目标姿态、初始姿态误差和航天

器在本体下固连的指向分别为:

Rd = exp
(
[[1.6253, −1.3826, 0.2402]

T
]
×)

Re(0) = exp
(
[[−1.2090, −1.8832, 2.0448]

T
]
×)

r = [−0.2790, 0.7829, 0.5561]T

r

P2,A

t = 12

P1,A

t = 25

如图 7 所示, 在上述初始条件下, 向量  的初

始指向位于 CZ1 左下方, 目标指向位于 CZ2 和
CZ3 之间. 该指向从 CZ2下方绕过 CZ2, 到达目标

指向. 航天器在 12 s前, 基于势函数  进行姿态

控制; 在  s时, 姿态靠近临界点, 满足切换控

制模型式 (61)和式 (62), 势函数发生切换, 切换到

值更低的势函数   进行姿态控制 .  如图 7(c)

所示, 控制力矩和角速度误差在势函数切换时突变.
在  s后, 势函数收敛到 0, 姿态机动完成. 案
例 3说明本文方法在规避非期望临界点时的一般情

况, 如图 2所示, 在进入非期望临界点某一给定的

邻域时, 就通过切换势函数避开该邻域.
综上所述, 1)由上述仿真实验可知, 为了规避

非期望的临界点和姿态限制, 势函数的切换会导致

控制力矩发生突变, 该突变值上限受势函数参数的

影响, 在势函数参数选取时, 应在满足式 (23)基础
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图 6    避障切换下姿态机动仿真

Fig. 6    Attitude maneuver simulation when avoiding attitude constraints
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上, 兼顾力矩突变大小. 2)控制器的参数选取应兼

顾力矩和机动时间与最终指向误差等收敛效果的需

求. 3)势函数非期望临界点的分布是其固有性质,

仅与势函数参数有关, 与动力学或运动学的不确定

性无关. 但不确定性的存在会影响航天器对本文算

法所给出的期望控制力矩的执行, 进而影响航天器

的实际机动路径, 此时无法保证航天器能够规避姿

态约束和非期望临界点. 

4    结束语

在姿态受约束情况下, 基于旋转矩阵设计可规

避临界点并实现姿态全局收敛的协同势函数. 为每

一个姿态约束设计软约束区域, 在软约束区域内,
避障势函数由相对目标姿态的吸引项和相对姿态约

束的排斥项构成, 当航天器姿态运动到该区域内,
切换为避障势函数. 针对常见的分数形式和对数形

式排斥项, 讨论了本文的避障势函数的临界点分布

和势函数参数的关系, 给出了避障区域内不存在临

界点的参数要求. 仿真实验结果表明, 航天器能够

在本文设计的势函数控制下规避姿态约束, 收敛到

目标姿态. 由于本文进行了势函数切换, 在切换时

控制律不连续, 未来将考虑如何改善控制律突变对

系统的影响.
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